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Êàôåäðà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè
Èññëåäóåòñß äèíàìèêà çàìêíóòîé ðåëßòèâèñòñêîé ñòðóíû ñ n ìàññèâ-
íûìè òî÷êàìè. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò âîçáóæäåííûå ñîñòîßíèß ýêçî-
òè÷åñêèõ àäðîíîâ. Îïèñàíû ðîòàöèîííûå ñîñòîßíèß äàííîé ñòðóííîé
ìîäåëè, ñïåêòð èõ ÷àñòîò, ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, òðàåêòîðèè Ðå-
äæå.
Dynamics of the closed relativistic string with n point-like masses is conside-
red. This model describes excited states of exotic hadrons. The rotational
states of this string model are described and their spectrum of frequencies,
physical parameters, Regge trajectories are studied.
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Ââåäåíèå. Â ðàçëè÷íûõ ñòðóííûõ ìîäåëßõ ìåçîíîâ, áàðèîíîâ è äðóãèõ (ýê-
çîòè÷åñêèõ) àäðîíîâ ðåëßòèâèñòñêàß ñòðóíà ìîäåëèðóåò ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó êâàðêàìè íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ è ìåõàíèçì êîíôàéíìåíòà [1]-[3]. Ñòðóí-
íûå ìîäåëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïèñûâàþò ëèíåéíûå èëè êâàçèëèíåéíûå òðà-
åêòîðèè Ðåäæå äëß âîçáóæäåííûõ ñîñòîßíèé àäðîíîâ  çàâèñèìîñòü óãëîâîãî ìî-
ìåíòà îò êâàäðàòà ýíåðãèè. Ýòà îñîáåííîñòü ñòðóííûõ ìîäåëåé áûëà èñïîëüçîâàíà
äëß îïèñàíèß ãëþáîëîâ (ñâßçàííûõ ñîñòîßíèé ãëþîíîâ) è äðóãèõ ýêçîòè÷åñêèõ àä-
ðîíîâ [4]  [6].
Â íàñòîßùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìîäåëè ýêçîòè÷åñêîãî àäðîíà ðàññìîòðèì çà-
ìêíóòóþ ðåëßòèâèñòñêóþ ñòðóíó ñ íàòßæåíèåì γ, íàãðóæåííóþ n òî÷å÷íûìè ìàñ-
ñàìèm1,m2, . . . mn. Â ñëó÷àå n = 3 äàííàß ñèñòåìà âûñòóïàåò êàê ìîäåëü áàðèîíà
ñ òðåìß êâàðêàìè [1, 7], ïðè n = 2 îíà ìîäåëèðóåò ãëþáîë ñ äâóìß âàëåíòíûìè
êâàðêàìè [5], ïðè n = 1  òàêîå àäðîííîå ñîñòîßíèå êàê ãëþëàìï [8].









x˙2i (τ) dτ. (1)
Çäåñü g  îïðåäåëèòåëü èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè gab = ηµν∂aXµ∂bXν íà ìèðî-
âîé ïîâåðõíîñòè ñòðóíû Xµ(τ, σ) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R1,3 ñ ìåòðè÷åñêèè
òåíçîðîì ηµν = diag (1;−1;−1;−1); Ω = {(τ, σ) : τ1 < τ < τ2, σ0(τ) < σ < σn(τ)};
óðàâíåíèß xµi (τ) = Xµ(τ, σi(τ)), i = 0, 1, . . . , n îïðåäåëßþò òðàåêòîðèè ìàññèâíûõ
òî÷åê, ïðè÷åì ïðè i = 0 è i = n îíè îïèñûâàåò îäíó è òó æå òðàåêòîðèþ n-îé
òî÷êè
Xµ(τ∗, σn(τ∗)) = Xµ(τ, σ0(τ)) (2)
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íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè, èìåþùåé ôîðìó òðóáêè. Äâà ïàðàìåòðà τ è τ∗, âõîäßùèå
â óñëîâèå çàìûêàíèß ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè (2), ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì τ∗ = τ∗(τ)
[7].


































′µ(τ∗(τ), 2pi)−X ′µ(τ, 0)] = 0. (5)
èìåþùèå óêàçàííûé âèä ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé îðòîíîðìàëüíîñòè
(X˙ ±X ′)2 = 0 (6)
è óñëîâèé
σ0(τ) = 0, σn(τ) = 2pi. (7)
Çäåñü X˙µ ≡ ∂τXµ, X ′µ ≡ ∂σXµ; èñïîëüçîâàíî ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈a, b〉 =
ηµνa
µbν .
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2)  (7) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò äâèæåíèå çàìêíóòîé ðåëß-
òèâèñòñêîé ñòðóíû ñ n òî÷å÷íûìè ìàññàìè â ïðîñòðàíñòâå M. Ðàâåíñòâà (6), (7)
íå îãðàíè÷èâàþò îáùíîñòü ïðè îïèñàíèè ïðîèçâîëüíûõ äâèæåíèé ñèñòåìû.
1. Ðîòàöèîííûå ñîñòîßíèß. Íàéäåì ðåøåíèß ñèñòåìû (2)  (7), îïèñûâàþ-
ùèå ðîòàöèîííîå äâèæåíèå ñèñòåìû  ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå. Ýòè ðåøåíèß ïîëó-
÷åíû êàê îáîáùåíèß àíàëîãè÷íûõ ðåøåíèé â ðàáîòàõ [5]  [7] è ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå
Xµ(τ, σ) = xµ0 + e
µ
0 (a0τ + b0σ) + u(σ) · eµ(ωτ) + u˜(σ) · e´µ(ωτ). (8)
Çäåñü âåêòîðû e0, e1, e2, e3 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R1,3,
eµ(ωτ) = eµ1 cosωτ + e
µ
2 sinωτ, e´
µ(ωτ) = −eµ1 sinωτ + eµ2 cosωτ
 äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà, âðàùàþùèõñß â ïëîñêîñòè e1, e2; âåëè÷èíû








A1 cosωσ +B1 sinωσ, σ ∈ [0, σ1],
A2 cosωσ +B2 sinωσ, σ ∈ [σ1, σ2],
. . .
An cosωσ +Bn sinωσ, σ ∈ [σn−1, 2pi],
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è ïîäîáíàß åé u˜(σ) = A˜i cosωσ+ B˜i sinωσ, σ ∈ [σi−1, σi] íåïðåðûâíû, íî èõ ïðîèç-
âîäíûå èìåþò ðàçðûâû íà ëèíèßõ σ = σi (ïîçèöèßõ ìàññ mi).
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé u(σ) è u˜(σ) ïðè σ = σi ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì
Ai cosωσi + Bi sinωσi = Ai+1 cosωσi + Bi+1 sinωσi, i = 1, . . . , n− 1, (11)











, i = 1, . . . , n. (12)
Âûðàæåíèå (8) äëß ðîòàöèîííîãî ñîñòîßíèß ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (3)
è äîëæíî óäîâëåòâîðßòü óñëîâèßì (2), (4)  (7). Êðàåâûå óñëîâèß (4) ñ ó÷åòîì




′µ(τ, σi − 0)−X ′µ(τ, σi + 0)
]
= 0, i = 1, . . . , n− 1.
Ïîäñòàâèâ â íèõ âûðàæåíèå (8), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà äëß ñòîëáöîâ (12)
Ai+1Si − Bi+1Ci = Ai(Si + hiCi) + Bi(hiSi − Ci), i = 1, . . . , n− 1. (13)




, Ci = cosωσi, Si = sinωσi, C ≡ Cn = cos 2piω, S ≡ Sn = sin 2piω.
Èç ñèñòåìû (11), (13) ìîæíî âûðàçèòü àìïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû Ai+1, Bi+1,
ôóíêöèé u è u˜ íà îòðåçêå [σi, σi+1] (îòðåçîê ñòðóíû ìåæäó ìàññàìè mi è mi+1)
÷åðåç êîýôôèöèåíòû ýòèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [σi−1, σi]:
Ai+1 = (1+ hiCiSi)Ai+ hiS2i Bi, Bi+1 = −hiC2iAi+ (1− hiCiSi)Bi, 1 ≤ i < n.
(14)
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (8) â óñëîâèå çàìûêàíèß (2) è â n-îå êðàåâîå óñëîâèå
(5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
b0 = − th a0, (15)
è ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (9), (10)  äâà óðàâíåíèß äëß àìïëèòóä,
Mθ(CAn + SBn) = A1, Mθ(−SAn + CBn) = hnA1 + B1,
ñâîäßùèåñß ê âèäó
A1 =Mθ(CAn + SBn), B1 =Mθ
[
− (S + hnC)An + (C − hnS)Bn
]
. (16)







Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (14), (16) ßâëßåòñß îäíîðîäíîé ñèñòåìîé îòíî-
ñèòåëüíî àìïëèòóä Ai, Bi è ñâîäèòñß ïîñëå èñêëþ÷åíèß àìïëèòóä ñ i = 2, 3, . . . , n
ê âèäó
M1A =M2B, M3A =M4B, (17)
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ãäå ìàòðèöû Mk  ëèíåéíûå êîìáèíàöèè Mθ åäèíè÷íîé ìàòðèöû I.
Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèß íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì (14), (16) èëè (17) 
ðàâåíñòâî det(M1M4 −M2M3) = 0. Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñß ê âèäó















ãäå si = sinω(σi−σi−1). Îíî ñâßçûâàåò íåèçâåñòíûå (íà äàííûé ìîìåíò) çíà÷åíèß
ïàðàìåòðîâ ω, θ, σi, Qi.
Äðóãèå îãðàíè÷åíèß íà çíà÷åíèß ýòèõ ïàðàìåòðîâ íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ïîäñòà-







i ) = a
2
0(1 + θ
2), i = 1, . . . , n; (19)
ω2(A˜iBi −AiB˜i) = a20θ, i = 1, . . . , n. (20)
Èç äâóõ óðàâíåíèé (20) òîëüêî îäíî íåçàâèñèìî, íàïðèìåð, ñ i = 1. Åñëè îíî
âûïîëíåíî, òî èç óðàâíåíèé (14) ñëåäóåò âûïîëíåíèå îñòàëüíûõ. Â òî æå âðåìß
óðàâíåíèß (19) íåçàâèñèìû. Íèæå ìû èñïîëüçóåì ïåðâîå èç íèõ è èõ ðàçíîñòè,
ïðåîáðàçîâàííûå ñ ó÷åòîì (14):
Ci(hiCi+2Si)(A2i +A˜
2
i )+Si(hiSi−2Ci)(B2i +B˜2i ) = 2(C2i −S2i −hiCiSi)(AiBi+A˜iB˜i).
(21)
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß (18) äâà óðàâíåíèß (17) ðàâíîñèëüíû. Ýòî ïîçâîëßåò








C∗ = C − Cθ − h1C1(SC1 − S1C − h2s2s3)− h2C2s3,
S∗ = S − h1S1(SC1 − S1C − h2s2s3)− h2S2s3
ïðèâåäåíû äëß ñëó÷àß n = 3, ïåðåõîä ê n = 2 îáåñïå÷èâàåòñß ðàâåíñòâîì s3 = 0.
Âåëè÷èíû (22) äîëæíû óäîâëåòâîðßòü óðàâíåíèßì (19)  (21), ïîðîæäåííûì
óñëîâèßìè îðòîíîðìàëüíîñòè (6). Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèß â ïåðâûå óðàâíåíèß


















Âî âòîðîì èç óðàâíåíèé èñêëþ÷åíû àìïëèòóäíûå ìíîæèòåëè A21+A˜21 è a20, îíî
ïîçâîëßåò íàõîäèòü çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ ω (áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîò) è θ. Â ñëó÷àå




2S + (h1 + h2)C − h1h2C1S2
Sθ
.
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Äëß îïðåäåëåíèß çíà÷åíèé σ1, . . . , σn−1 ñèñòåìó óðàâíåíèé (18), (24) ñëåäóåò
ïîïîëíèòü n−1 óðàâíåíèßì (21) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ âûðàæåíèé (22). Ïðîöå-
äóðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèß óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïèñàíà â ðàáîòàõ [5]  [7].
Åñëè çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ ω, θ, σi óäîâëåòâîðßþò ýòèì óðàâíåíèßì, òî âû-
ðàæåíèå (8) ßâëßåòñß ðåøåíèåì ñèñòåìû (2)  (7) è îïèñûâàþò ðàâíîìåðíîå âðà-
ùåíèå çàìêíóòîé ñòðóíû, èìåþùåé ôîðìó îáúåäèíåíèß îòðåçêîâ ãèïîöèêëîèäû
ñîåäèíåííûõ ïîä íåíóëåâûìè óãëàìè â ìàññèâíûõ òî÷êàõ. Ýòà ôîðìà  ñå÷åíèå
t = t0 = const ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè (8). Ãèïîöèêëîèäà  òðàåêòîðèß òî÷êè îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r, êàòßùåéñß âíóòðè íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè áîëüøåãî ðàäèóñà







Ïðè ýòîì |θ| < 1, ÷òî ñëåäóåò òàêæå èç ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè.
Äàííîå îáúåäèíåíèß îòðåçêîâ ãèïîöèêëîèäû âðàùàåòñß â ïëîñêîñòè e1, e2 ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω = ω/a0. Ìàññèâíûå òî÷êè äâèæóòñß ñî ñêîðîñòßìè vi ïî














Âðàùàþùàßñß ãèïîöèêëîèäà ìîæåò èìåòü òî÷êè âîçâðàòà, êîòîðûå äâèæóòñß
ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ðåøåíèé (8),
ðàçëè÷àþùèåñß ÷èñëîì è ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê âîçâðàòà. Â îñíîâó êëàññèôèêàöèè
ýòèõ ðåøåíèé ïîëîæèì ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé ðàíåå äëß îïèñàíèß ðàçëè÷íûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñîñòîßíèé ñòðóííîé ìîäåëè áàðèîíà ¾òðåóãîëüíèê¿ [7]. À èìåííî,
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ γ, a0 äëß çàäàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
òèïà ðåøåíèß (8) ðàññìîòðèì ïðåäåë mi → 0.
Àíàëèç óðàâíåíèé (18)  (25) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëåmi →
0 âåëè÷èíû Qi ñòðåìßòñß ê áåñêîíå÷íîñòè, à çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ 2ω è 2ωθ =












Â ñèëó íåðàâåíñòâà |θ| < 1 è óñëîâèß (18), ïðèâîäßùåãî ê ðàâåíñòâó (−1)n1 =
(−1)n2 (n1 è n2 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü), ëèøü ñëåäóþùèå çíà÷åíèß ïàðàìåò-
ðîâ (26) äîïóñòèìû:
n1 ≥ n; n2 = n1 − 2, n1 − 4, . . . − (n1 − 2). (27)
Íàáîð öåëûõ ÷èñåë n1, n2, îãðàíè÷åííûõ óñëîâèßìè (27), íå îïðåäåëßåò îä-
íîçíà÷íî òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðîòàöèîííûõ ñîñòîßíèé (8), íî îïèñûâàåò ôîðìó
ñòðóíû â ïðåäåëå mi → 0 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ïðîõîæäåíèß êðèâîé ïðè èçìåíåíèè
σ îò 0 äî 2pi  ãèïîöèêëîèäó ñ n1 òî÷êàìè âîçâðàòà. Ïî ñâîåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó
ñìûñëó Ïàðàìåòð n2 õàðàêòåðèçóåò ôîðìó äàííîé ãèïîöèêëîèäû (íàïðèìåð, äëß
n1 = 5 ïðè n2 = 3 ïîëó÷àåòñß êðèâîëèíåéíûé ïßòèóãîëüíèê, à n2 = 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò çâåçäà).
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2. Ýíåðãèß, óãëîâîé ìîìåíò è òðàåêòîðèè Ðåäæå. Âîçìîæíûå ïðè-
ëîæåíèß íàéäåííûõ ðåøåíèé äëß ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñâßçàíû ñ îïèñàíèåì
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñ çàäàííûì íàáîðîì êâàíòî-
âûõ ÷èñåë è ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Âû÷èñëèì âàæíåéøèå èç íèõ  ýíåðãèþ
E è óãëîâîé ìîìåíò J ðîòàöèîííûõ ñîñòîßíèé (8).
Äëß ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîßíèß çàìêíóòîé ðåëßòèâèñòñêîé ñòðóíû, íàãðóæåííîé




















i − xνi pµi ), (29)








x˙2i (τ) êîîðäèíàòû è èìïóëüñ ìàññèâ-
íîé òî÷êè, C  ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé òðóáêîîáðàçíóþ ìèðîâóþ
ïîâåðõíîñòü ñòðóíû. are Ëèíèè τ = const íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè (8) íå çàìêíó-
òû â ñëó÷àå τ0 6= 0 (θ 6= 0). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êîíòóðà C â èíòåãðàëàõ (28), (29)
íóæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ëèíèè, íàïðèìåð, τ − θσ = const (òî åñòü t = const).
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (28), (29) óäîáíî ïðîâîäèòü, ñäåëàâ çàìåíó êîîðäèíàò
τ˜ = τ − θσ, σ˜ = σ − θτ , ïðè êîòîðîé ñîõðàíßþòñß óñëîâèß îðòîíîðìàëüíîñòè (6).
Â îðòîíîðìàëüíîé êàëèáðîâêå (6) pµ(τ, σ) = γX˙µ(τ, σ).
Åñëè ìû ïîäñòàâèì âûðàæåíèß (8) â óðàâíåíèß (28), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëß èìïóëüñà:






Â âûðàæåíèè äëß óãëîâîãî ìîìåíòà (29) ïîñëå âû÷èñëåíèé îñòàåòñß ëèøü íåíó-
ëåâàß z-êîìïîíåíòà:















2 − eν1eµ2 = eµe´ν − eν e´µ.
Ñîîòíîøåíèß (30), (31) çàäàþò íåßâíóþ çàâèñèìîñòü J = J(E2) êëàññè÷åñêîãî
óãëîâîãî ìîìåíòà (31) îò êâàäðàòà ýíåðãèè äëß ðîòàöèîííîãî ñîñòîßíèß (8) îïðå-
äåëåííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà. Åñëè ôèêñèðîâàí òîïîëîãè÷åñêèé òèï, îïðåäå-
ëßåìûé ÷èñëàìè n1, n2, à òàêæå çíà÷åíèß mi è γ, òî ñîñòîßíèß (8) îáðàçóþò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äàííîãî ìíîæåñòâà ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ïåðåìåííóþ èç ñëåäóþùåãî íàáîðà: ω, θ, a0, E, J è äð.
Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû âûðàæàþòñß ÷åðåç îäèí çàäàííûé ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (18) 
(25).
Ãðàôèê ïîëó÷àþùåéñß ïðè ýòîì çàâèñèìîñòè J = J(E2) (òðàåêòîðèß Ðåäæå)
çàâèñèò îò âûáðàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ðîòàöèîííîãî ñîñòîßíèß, íî äëß âñåõ
çíà÷åíèé n1, n2 îí èìååò êâàçèëèíåéíûé âèä è, â ÷àñòíîñòè, ïðßìîëèíåéíóþ
àñèìïòîòèêó ïðè E →∞.
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Â óëüòðàðåëßòèâèñòñêîì ïðåäåëå E →∞ ñêîðîñòè vi ñòðåìßòñß ê ñêîðîñòè ñâå-
òà: vi → 1−0, à ω è θ  ê ïðåäåëüíûì çíà÷åíèßì (26). Ïîäñòàâëßß â óðàâíåíèß (18),
(24), (25), (30), (31) âûðàæåíèß ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè εi =
√
1− v2i , 2ω = n1−εω,
n1θ = n2 − εθ, ïîëó÷èì â ïðåäåëå J → ∞, E → ∞ ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå
ñîîòíîøåíèå äëß ðîòàöèîííîãî ñîñòîßíèß (8) îïðåäåëåííîãî òèïà (n1, n2):


















Ýòî ñîîòíîøåíèå áëèçêî ê ëèíåéíîìó, íî íàêëîí òðàåêòîðèè α′ äëß ýòîé ìîäåëè
îòëè÷àåòñß îò çíà÷åíèß Íàìáó α′ = 1/(2piγ) ìíîæèòåëåì χ = n1/(n21 − n22). Â
÷àñòíîñòè, äëß òðåóãîëüíîé êîíôèãóðàöèè ñ n1 = 3, n2 = 1 ýòîò ìíîæèòåëü χ =
3/8, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèßì Ðåäæå äëß ãëþáîëîâ è ýêçîòè÷åñêèõ àäðîíîâ
[4, 8].
Àâòîð ïðèçíàòåëåí ÐÔÔÈ çà ïîääåðæêó â ðàìêàõ ïðîåêòà 05-02-16722.
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